est combinaison linéaire
'autres vecteurs

On dit qu’un vecteur v d’un K-espace vectoriel £ est combinaison linéaire a coefficients
dans K des vecteurs vy, ..., v, s’il existe (A1,...,\y) € K" tel que

n
v = Z ALk
k=1

Que faire!
n
On cherche a savoir si 1’équation S : v = Z AkVk, d’inconnue (Aqy,...,\,), admet au
k=1

moins un n-uplet solution. Ceci revient souvent a résoudre un systeme d’équations linéaires,
plus précisément a savoir si ce systeme est compatible.

Revoir la méthode du pivot pour la résolution des systemes linéaires.
Revoir a quelle condition un systeme échelonné est compatible.

Dans le R-espace vectoriel R® : v = (1,2, 3) est-il combinaison linéaire de v; = (1,1,1),

vy = (—1,0,1) et wg = (2,1, 3) ? Si oui, préciser pour quels coefficients.

80. Montrer qu’un vecteur est combinaison linéaire d’autres vecteurs



Exercices
Le polynome P(X) = X2 — 3X + 2 est- il combinaison linéaire de
P(X)=1P(X)=X —let Po(X) = (X —1)? dans R[X]?

m Montrer que f : x + e* est combinaison linéaire de ch et sh.

a

A quelle condition sur les réels a et b le vecteur v = | 5a | est-il combi-
b
1 2 1
naison linéairedevi = | 2 |J,vo=| 1 Jetvg=| —1

e | —2 -1



Montrer qu'un ensembie

Soit K le corps des réels ou des complexes. Soit £ un K-espace vectoriel.

Un sous-espace vectoriel de E est une partie de £ qui a une structure de K-espace vectoriel
pour la loi interne + et la multiplication par scalaire de E.
Rappelons la caractérisation des sous-espaces vectoriels : Une partie /' d’un K-espace
vectoriel E est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si :

F #o;

pour tout A € K et tout (vy,v9) € F2, v; + Avg € F.

Utiliser la caractérisation des sous-espaces vectoriels rappelée ci-dessus.

Autres méthodes possibles : F' peut étre un sous-espace vectoriel de £ en tant que sous-
espace engendré par une partie de E (cf. fiche 82), ou encore en tant que noyau d’une
application linéaire (cf. fiche 99).

Repérer dans quel espace vectoriel classique [’ensemble F' est inclus.
Les espaces vectoriels classiques sont : K", M, ,,(K), K[X], I’espace KN des suites a valeurs

dans K, I’espace K! des fonctions de I dans K, etc... pour K_): R ou C.
Pour vérifier que F' est non-vide, on montre en général que 0 g € F.

Montrer que F' = {(z,y,2) € R3, 22 + y — 32 = 0} est un sous-espace vectoriel de R3.

81. Montrer qu'un ensemble est un sous-espace vectoriel



Exercices
m Soit F' I’ensemble des suites réelles (u,) vérifiant u, 0 = 2upy1 — up

pour tout n € N.
Montrer que F est un sous-espace vectoriel de I’espace R des suites réelles.

m Soit F' I’ensemble des fonctions paires et G I’ensemble des fonctions im-

paires, de R dans R. Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels de I’espace R*
des fonctions de R dans R.

m Soit F' I’ensemble des fonctions solutions sur R de I’équation différentielle :
(B) : y"+y' +y=0
1 Montrer que I’ensemble C2(R) des fonctions de classe C'? sur R est un sous-espace

vectoriel de RF,
2 Montrer que F est un sous-espace vectoriel de C2(R).
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Soit E un K-espace vectoriel et /' un sous-ensemble de F.
On veut déterminer une famille 4 de vecteurs du K-espace vectoriel E telle que

F = Vect(A)

Si une telle famille existe, cela montre que F' est un sous-espace vectoriel de E' et que A est
une famille génératrice de F'.

Cela équivaut a déterminer une famille G de vecteurs de F' telle que tout vecteur de F’ est
combinaison linéaire des vecteurs de G.

EXEMPLE1 Soit E = R[X]. Soit F = Ra[X], le sous-espace des polyndmes de degré infé-
rieur ou eégal a 2.

Pour tout P € F, il existe (a,b,c) € R? tel que P = aX? + bX +c.

Autrement dit, tout élément de F est combinaison linéaire de X2, X et 1.

Ainsi, F = Vect(1, X, X?).

Connaitre les familles génératrices classiques des espaces vectoriels classiques K", K[X],
K [X] et My p(K).

Soit F = {(x,y,2) € R® 22+ y = 32}. Montrer que F est un sous-espace vectoriel
engendré par une famille finie de vecteurs de R3.



Montrer que I’ensemble So(R) des matrices symétriques de My (R) est un
espace engendré par trois matrices que 1’on précisera.

Soit o € R. Montrer que Vect(1, (X — a), (X — a)?) = Ro[X].

. . el'_'_e—l'
801tf:xn—)e“”etg:azn—>e‘”.Onnotech:mr—)Tet
eT — e %

sh:z— Te' Montrer que Vect(ch, sh) = Vect(f, g).

82. Montrer qu’'un ensemble est un sous-espace vectoriel engendré



Montrer qu'une familie est liore

Guand on ne sait pas!
Soit E un K-espace vectoriel.
Soit n € N*. Soit A = (vy, ..., v,) une famille finie de vecteurs de E.
On dit que A est libre si, pour tout (Ay,...,\,) € K", 'implication suivante est vérifiée :

n
Y Mk =0 =>Vk e [1,n], \y =0
k=1

On dit qu’une famille est liée si elle n’est pas libre.
Que faire!

n
On montre donc que si (Aq, ..., \,) € K" vérifie E A = 0 g, alors tous les scalaires

k=1
Ak sont nuls.

Si A est une famille infinie de vecteurs de E : pour prouver qu’elle est libre, on montre
que toute sous-famille finie de vecteurs de A est libre.

Montrer qu’une famille A est liée équivaut a montrer qu’un de ses vecteurs est combinai-
son linéaire d’autres vecteurs de A.

SiI’espace E est de dimension finie n, une famille libre a au plus n vecteurs.

Faire attention au corps des scalaires considére : une famille libre sur R peut étre li¢e sur C.
Par exemple, la famille (1,7) est libre sur R mais liée sur C,car 1 x 1 +i x i = O et

(1,4) # (0,0).
Exempie traité

Soit v; = (1,1,0), vo = (1,0,1), v3 = (0,1,1) et vg = (2,0,0).
Montrer que (vy, v2, v3) est libre. Que dire de la famille (vy, va, v3,v4)?

83. Montrer qu‘une famille est libre (ou liée)



Soit P{(X) =X +1, Py(X) = X2+ X +1let P3(X) = 2X3+2X + 1.
Montrer que (P, P>, P3) est une famille libre de R[X].

Pour tout n € N, on pose u,, = In(n + 1), v, = n? et w, = n.
Montrer que (u, v, w) est une famille libre de ’espace R" des suites réelles.

i<kl Soitn € N*, soit (a1,...,an) € R"telsque a; < --- < an.

Pour tout i € [1,n], soit f; : > e®*.
Montrer que la famille (fi,. ... f,) est libre dans I’espace R® des fonctions de R dans R.



On dit qu’une famille A de vecteurs d’un K-espace vectoriel E est une base de E si elle est
libre et si elle est génératrice de E.

Cela équivaut a montrer que A est libre et que Vect(A) = E.

Cela équivaut a montrer que tout vecteur de £ se décompose de fagon unique en combi-
naison linéaire a coefficients dans K de vecteurs de A.

Si F est de dimension finie n, alors A est une base de F si et seulement si A est libre et
de cardinal n.

Si E est de dimension finie n, alors A est une base de E si et seulement si A est génératrice
de F et de cardinal n.

Connaitre les bases canoniques des espaces vectoriels classiques : K", K[X], K,[X],
My, »(K).

Utiliser la dimension de 1’espace vectoriel si elle est connue, pour n’avoir a montrer que
la liberté ou le caractere générateur de la famille donnée.

Soit So(R) I’ensemble des matrices symétriques de My (RR). Déterminer une base de Sa(R).

84. Montrer qu’une famille est une base d'un espace vectoriel



m Soit F' le sous-espaces des suites réelles u vérifiant, pour tout n € N,
Upyo = 2Upy1 — Uy. Déterminer une base de F' et en déduire sa dimension.

m Déterminer une base de I’espace F = {(2,v, 2) € R?, 22 +y — 32 = 0}.

m Soit @ € R. Montrer que (1, (X — ), (X — a)?) est une base de Ry[X].



Quand on ne sait pas!

Soit p < n, deux naturels. Soit £ un K-espace vectoriel de dimension 7.
Soit (v1, ... ,vp) une famille libre de E, alors il existe n — p vecteurs vp41,. .., v, de E tels
que (v1,...,Vp,...,Vy) soit une base de F.

Que faire!
On choisit successivement des vecteurs v, 1, ..., v, de E de sorte a conserver une famille
libre.

Conseiis
Si on connait une famille génératrice G de E, les vecteurs vpy1,. .., v, peuvent étre choisis
dans G.

Exempie traité

Soit £ = (X + 1, X? + X + 1). Montrer que la famille £ peut-étre complétée en une base
de R3[X]. Proposer une telle base.



Soit F' = Vect((1, 1, 1)). Déterminer un sous-espace G de R? tel que tout

vecteur de R? se décompose en la somme d’un vecteur de F et d’un vecteur de G.

10 11
base de M>(R), et proposer une telle base.

Lyl Soit £ = ((1 1) . (0 1) ). Montrer qu’on peut compléter £ en une

85. Utiliser le théoreme de la base incompléte



- V 4 V 4 -
d'une famiiie géneratrice

On connait une famille G = (vy,. .., vy, ) génératrice de E. On voudrait déterminer une base

B de E telle que B C G.

Le théoréme de la base extraite nous assure de 1’existence d’une telle base.

Il faut retirer des vecteurs de G, tout en conservant une famille génératrice de E. jusqu’a
obtenir une famille qui soit libre.

On utilise le fait que si un vecteur v; de G est combinaison linéaire des autres vecteurs de G,
alors la famille obtenue en retirant v; de la famille G reste une famille génératrice de E.

On cherche donc a voir si un des vecteurs de G est combinaison linéaire des autres, afin de
le retirer de G en conservant une famille génératrice de E.

Par itération de ce procéde, on retire des vecteurs de G jusqu’a obtenir une famille libre, qui
est encore génératrice de E.

On aura alors extrait de G une base de E.

Pour savoir si un des vecteurs de G est combinaison linéaire des autres, on peut résoudre
le systéme :

SZ/\1’1)1+"'+/\m'Um:6)E

Si la seule solution est (A1,...,Ay) = (0,...,0), alors G est libre, elle est donc déja base
de E.
Sinon, S admet au moins une solution (Aq,..., A\p) # (0,...,0). Il existe alors i € [1,m]

vérifiant \; # 0. Dans ce cas :
Ak
UV = — Z T’Uk
ke[1,m]—{i} ~*

Par suite, v; est combinaison linéaire des autres vecteurs de G.
Notons G’ la famille obtenue en retirant v; a G. On a donc :

Vect(G') = Vect(G) = E

La famille G’ est donc génératrice de E.

86. Extraire une base d’une famille génératrice



On réitére ce procédé avec G', jusqu’a obtenir une famille libre, qui sera une base de F,
extraite de G.

Inutile de résoudre un nouveau systeme a chaque étape, on peut utiliser la résolution du
systéeme S initial. Par exemple pour trouver si un des vecteurs de G’ (c’est-a-dire G privé de
v;) est combinaison linéaire des autres vecteurs de G’, on utilise les solutions (Aq, ..., Ap)
de S telles que \; = 0.

Si la dimension r de E est connue, on sait qu’on s’arréte quand on a retiré m — r vecteurs
de G. On peut aussi voir s’il n’y a pas une famille libre évidente de » vecteurs de G : une
telle famille libre sera alors directement une base de E. extraite de G.

Pour étre sur qu’on peut extraire une base d’une famille G de E, il faut d’abord s’assurer
que G est génératrice de E.

Rappelons qu’on ne change pas ’espace engendré par une famille de vecteurs si on ajoute
a ’'un des vecteurs une combinaison linéaire des autres vecteurs. Par exemple,

Vect(vy, ve,v3) = Vect(vy, va, v3 — 2v1 + 5v2)
Exempie traité

Soitey = (1,1,1}, va=(1,—-01,1),v3 = [0,1,0) et vy = (2, —1,2).
Soit G = (v1,v2,v3,v4) et E = Vect(G). Extraire de G une base de E.



Soit les polyndémes Py =1, Py = X2+ X, P, =X — 1, Py = X — L et

Py = X%+ X +1etsoitG = (Py, Py, P2, P3, Py). Montrer que G est génératrice de Ro[X],
puis en extraire une base de Ra[X].

. 0 0 01 10 11
862 SO‘tA=(1 1)’32(1 0)’C:<o 1)’D=<1 1)’

0 1 1 0\ ..
E:(O 1) etF:(l 0).So1tg:(A,B,C,D,E,F)

Montrer qu’on peut extraire de G une base de M3 (RR) et donner une telle base.

86. Extraire une base d’une famille génératrice



Soit A = (v1, ..., V) une famille de vecteurs d’un K-espace vectoriel E.

On appelle rang de A la dimension de F' = Vect(A).
On le note rg(.A).

Pour déterminer le rang de A, on détermine la dimension de F' = Vect(A).
Pour cela, on peut extraire de A une base de F' (cf. Fiche 86). Le cardinal d’une telle base
est alors la dimension de F, c’est-a-dire le rang de A.
Ou encore, on peut modifier la famille A, jusqu’a obtenir une base de F', sachant que les
opérations élémentaires suivantes ne modifient pas I’espace engendré par A :
On peut remplacer un vecteur v; de A par Av;, ou A est un scalaire non nul.
On peut ajouter a un vecteur v; de A une combinaison linéaire d’autres vecteurs de A.
On peut retirer de A un vecteur qui est combinaison linéaire d’autres vecteurs de A.

Si on connait une base B de E, on peut chercher a modifier les vecteurs de A pour se ramener
a des vecteurs de B.

Soit v = (1,0,1),vo = (1,—1,1),v3 = (1,2,1) et vy = (2,1, 2).
Soit A = (v1, v, v3, v4). Déterminer le rang de A.

87. Calculer le rang d’une famille de vecteurs



1 1
m Soit f; : xr—>—f2 T — Tf“ aHl—:v ixg

et f5 : @ — 1, appartenant a l espace vectoriel F des fonctions de R — {—1, 1} dans R.
Déterminer le rang de A = (f1, fo, f3., f1, f5)-

FF) Soitvy = (1,4, —1),va = (1 +4,i—1,—i — 1) etvg = (i,—1,—i).

1 Déterminer le rang de A dans le C-espace vectoriel C?.

2 Déterminer le rang de A dans le R-espace vectoriel C>.



Si A et B sont deux sous-espaces de dimension finie d’un K-espace vectoriel E, alors A+ B
est un sous-espace de dimension finie et d’apres la formule de Grassmann, on a :

dim(A + B) = dim(A) + dim(B) — dim(A N B)

Si on connait les dimensions de A, de B et de A N B, on peut utiliser la formule de
Grassmann.

Si on connait une famille A génératrice de A et une famille B génératrice de B, alors la
concaténation C de A et de B est génératrice de A + B. La dimension de A + B est alors
le rang de C, qu’on calcule en utilisant la fiche 94.

Commencer par déterminer une base de A et une base de B.

En déduire une famille génératrice de A + B par concaténation de ces bases, puis calculer
le rang de cette famille génératrice.

Ou alors, déterminer une base de A N B et utiliser la formule de Grassmann.

Soit F = {(x,y,2) € R}, 2z +y+ 2 = 0} et G = Vect((0,1,1),(1,-1,1),(2, -1, 3)).
Déterminer la dimension de F' + G.

88. Calculer la dimension de la somme de deux sous-espaces vectoriels



Exercices
Soit F = {A € My(R), Tr(A) = 0} et G = {A € My(R), 'A = A}.

Montrer que F' et G sont des sous-espaces vectoriels de Ma(R) et déterminer la dimension
de F'+ G.

Soit F = {(2,,2) € B, 2~y — 2 = 0}
Soit G = {(z,y,2) € R 24+y+22= 0}. Déterminer la dimension de F' + G.



72 Déterminer des bases de F', GG et F'N G et utiliser la formule de Grass-
mann.

88. Calculer la dimension de la somme de deux sous-espaces vectoriels



Montrer qu'une somme

Soit A et B deux sous-espaces d’un espace vectoriel E.

On dit que la somme de A et de B est directe si tout vecteur de A + B se décompose de
facon unique comme la somme d’un vecteur de A et d’un vecteur de B.
Onnote alors A+ B =A@ B.

La somme de A et de B est directe si, et seulementsi, AN B = {0 g}.

Pour montrer que la somrge de A et B est directe, il suffit donc de montrer que
sive ANB,alorsv= 0g.

. o . : - —=
En effet, ceci prouve que ANB C { 0 }, et ’autre inclusion est évidente car 0 p € ANB,
puisque A N B est un sous-espace vectoriel.
Si A et B sont de dimension finie, alors leur somme est directe si, et seulement si :

dim(A + B) = dim(A) + dim(B)

On peut donc voir si la somme de A et de B est directe en calculant les dimensions de A,
de Betde A+ B.

Conseils
Utiliser I’argument de dimension quand on trouve facilement des bases pour A et B.
Exempie traité

Soit F' I’ensemble des fonctions paires et G celui des fonctions impaires de R dans R.
Montrer que F et G sont des sous-espaces de R® en somme directe.

89. Montrer qu'une somme de deux sous-espaces est directe



Soit F' = {(z,y,2), x+y+2=0etx—y =0} et G = Vectg((1,0,1)).

Montrer que F et G sont en somme directe dans R?.

Soit n € N. Soit A le sous-espace vectoriel des matrices antisymétriques

et S le sous-espace vectoriel des matrices symétriques de M,,(R). Montrer que A et S sont
des sous-espaces en somme directe de M, (R).



336

Montrer que deux sous-espaces

On dit que deux sous-espaces F' et G de E sont supplémentaires dans E'si £ = F & G.

Montrer que les sous-espaces F' et GG sont supplémentaires dans E équivaut a

montrer que tout vecteur de E se décompose de facon unique comme la somme d’un
vecteur de F' et d’un vecteur de G';

ou encore a montrer que £ = F + G et FNG = { f E}

Si E est de dimension finie, montrer que F' et G sont supplémentaires dans E équivaut a
montrer que dim(E) = dim(F') + dim(G) etque E = F + G:
ou montrer que dim(E) = dim(F') + dim(G) etque FN G = {6)3}

Utiliser si possible les dimensions de E, F et G.
Sinon, penser a un raisonnement par analyse et synthese pour montrer que tout vecteur de
E se décompose de fagon unique en la somme d’un vecteur de F' et d’un vecteur de G.

Soit F' I’ensemble des fonctions paires et G celui des fonctions impaires, de ]R dans R.
Montrer que F' et G sont deux sous-espaces supplémentaires dans I’espace R® des fonctions
de R dans R.

Espaces vectoriels



m Soit F' = {(z,y,2) € R?, 22 +y — 2 = 0}.

Soit G = {(z,v,2) ER3, 2 +y+2=0etz —y+ 2 =0}. ‘
Montrer que F et G sont des sous-espaces supplémentaires dans R>.

m Soit n € N*. Soit A € R[X] un polynéme de degré n. Soit F' = R,,_1[X]

et G I’ensemble des polynomes de R[X] divisibles par A.
Montrer que F' et G sont des sous-espaces supplémentaires dans R[X].

90. Montrer que deux sous-espaces sont supplémentaires



Quand on ne sait pas!
Soit E un espace vectoriel, soit n € N*, et soit F1, ..., F}, des sous-espaces de E.
On dit que F1,..., F;, sont en somme directe si tout vecteur de F; + - - - + F}, se décompose

de fagon unique comme la somme d’un vecteur de Fj, d’un vecteur de Fy, ..., et d’un
vecteur de Fi,.
La somme de sous-espace F + - - - + F}, est alors notée F| & - - - & Fj,.

Montrer que la somme F + - - - + Fj, est directe équivaut a montrer que
Ywe Fi+---+ Fp, A(v1,...,0p) EFy X - X Fp,v=v14+---+ v,

Cela équivaut aussi a montrer que, pour tout (vy,va,...,v,) € F} X Fo X --- X Fp,ona:

n
Z’Ui = B)E =>Vie[l,n], vi = B)E

i=1

Si F1, Fs, ..., F, sont de dimension finie, alors leur somme est directe si et seulement si
n
dim(Fy +--- + F,) = > _ dim(F)
k=1

Si on connait des bases By, B, ..., B, respectivement de Fy, F5, ..., F,, et si B est la fa-
mille obtenue par concaténation de ces bases, alors on a aussi la caractérisation suivante :

Les espaces F1, ..., F;, sont en somme directe si et seulement si B est libre.

Ne pas appliquer les méthodes valables pour deux sous-espaces au cas ou il y a au moins
trois sous-espaces.



Exempie traiteé

) 1 0 1 | 0 0
SOltA:(O 0)’B:<0 0),C:<1 l)etD:IQ.

Soit F; = Vect(A), Fr = ) , (a,b) € R?} et F3 = Vect(D).

Montrer que Fj, F, et F3 sont des sous-espaces vectoriels de Ms(R) qui sont en somme
directe.

Exercices
m Dans E = M>(R) : soit F' le sous-espace vectoriel des matrices sy-

meétriques et de trace nulle, H le sous-espace vectoriel des matrices antisymétriques, et

G = Vect( ((1) ?)) . Montrer que F', G et H sont en somme directe.

m Soit E = R3[X], I’espace vectoriel des polynomes a coefficients réels.

Pour tout k € [1,3], onnote Fy, = {P € E, XP'(X) = kP(X)}.
Montrer que les ensembles F}, sont des sous-espaces vectoriels de £ en somme directe.

91. Montrer qu'une somme d’au moins trois sous-espaces est directe



L (O
— -~
\

Montrer quun espace vectoriel &
est somine directe d'au moins /
trois sous-espaces

Soit E un espace vectoriel, soit n € N*, et soit F1,. .., F}, des sous-espaces de E.

La somme des sous-espaces F1, ..., F}, est directe et vaut E si, et seulement si, tout vecteur
de E se décompose de fagon unique comme la somme d’un vecteur de F, d’un vecteur de

n
F5, ..., et dun vecteur de F},. On note alors £ = @ F}.. Autrement dit :
k=1

n n
E:@ch}‘v’veE, AM(vy,...,v,) € Fy x---an,v:ka

Alors, pour chaque i € [1,n], v; s’appelle la composante de v sur F;.

Pour montrer I’existence et ’unicité d’une telle décomposition pour chaque v € E, on

peut utiliser un raisonnement par analyse et synthese, par exemple.
n

Si E est de dimension finie, montrer que @ F}, = E équivaut a montrer que
k=1

n
Fi+F+---+F,=Fet Z dim(F}) = dim(E). Ou encore, cela équivaut a montrer

k=1
n
que la somme de Fi, Fy, ..., et F), est directe et Z dim(Fy) = dim(E).
k=1
Conseils
Si By, Ba,. .., B, sont des bases respectivement de F', Fb, ..., F},, et si B est la concaténa-
n

tion de toutes ces bases, alors @ F;. = F si et seulement si B est une base de F.
k=1



Exempie traité

. 1 0 1 1 0 0
SonA_(O 0),3:(0 0),0:(1 1)e’[D:IQ.

Soit F1 = Vect(A), F» = { ) , (a,b) € R?} et F3 = Vect(D). Montrer que F| &
Fy® F3 = J\[Q(R)

a a
b b

Dans E = M>(R) : soit F' le sous-espace vectoriel des matrices symé-

triques et de trace nulle, soit G = Vect( <(1) ?)) et soit H le sous-espace vectoriel des
matrices antisymétriques.
Montrerque £ = F & G & H.

Soit F' = { un € RN Vn € N, ug, =0 et U3n41 = U3n+2},

G ={(un) € ]Ri Vn € N, ugni1 = 0etus, = ugnyio} et
———{ un GR VTLGN U3p = U3n+1 —U3n+2}

1 Montrer que F, G et H sont des sous-espaces de R,
2 Montrer que F & G @ H = RN

92. Montrer qu’un espace vectoriel est somme directe d’au moins trois sous-espaces



